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1 Wstepne informacje

Rozprawa doktorska pana Artura Stabuszewskiego zostala napisana pod kierunkiem pana
dr hab. Przemystawa Gorki.

Dotyczy ona problemu istnienia zanurzen, w tym zwartych zanurzen z przestrzeni So-
bolewa typu ulamkowego, zadanej na przestrzeni metrycznej, w przestrzen typu LP lub w
utamkowa przestrzen Sobolewa. Istnienie takiego zanurzenia to punkt wyjscia, aby roz-
wija¢ teorie réwnan czastkowych zadanych na strukturach ogélnych, jakimi sa na przyktad
fraktale, grafy, lub przestrzenie Euklidesowe z niestarndardowa (quasi) metryka lub miara.

Potrzeba takich badan jest podyktowana przez rézne modele matematyczne w naukach
stosowanych. W ujeciu Euklidesowym zanurzenia wykorzystuje sie do dowodzenia istnienia
i regularnosci rozwiazan rownan zdegenerowanych typu eliptycznego i parabolicznego. Dla-
tego teoria przestrzeni Sobolewa w ujeciu Euklidesowym byla i jest obiektem zaintereoswan
na przyklad szkoty czeskiej, wokot A. Kufnera i B. Opica, szkoly niemieckiej stworzonej
przez profesora H. Tribla, oraz rozwijanej przez D. Haroske. Badania sa takze prowadzone
w osrodkach polskich. Zanurzeniami dla przestrzeni Sobolewa w réznych ujeciach intersuje
sie szkota wroctawska, np. Krzysztof Bogdan, Bartlomiej Dyda, czy szkota poznanska, na
przyktad Leszek Skrzypczak i wspotpracownicy.

Nieréwnosci typu Hardiego-Sobolewa dla przestrzeni typu utamkowego: Stobodeckiego i
Besowa, nawet w ujeciu Euklidesowym z miarami, nie doczekaly si¢ jeszcze zamknigtej teo-
rii. Przestrzenie typu utamkowego to takze narzedzie wardzo wazne. Ich teoria powiazana
jest z analiza operatorow nielokalnych i cieszy si¢ ogromnym zainteresowaniem.

Analiza na przestrzeniach metrycznych jest bardzo intensywnie rozwijana w ostatnich
latach. Jest ona rozwijana takze przez promnotora rozprawy. Sposrdd znanych mate-
matykéw z osrodkéw zagranicznych jest i byla ona rozwijana miedzy innymi przez: A.
Alvorado, L. Ambrosio, A. J. Bjornéw, J. Cheegera, P. Hajlasza, niezyjacego juz mate-
matyka J. Heinonnena, S.V. Kanyagina, P. Koskele, L., Malego, N Shanmugalingam, A.
Volberga, Y. Zhou.

Rozprawa wpisuje sie w nurt intensywnych badan z ostatnich lat.

Narzedzia pracy to zmudne i pomystowe od strony technicznej rachunki, potaczone z
solidna wiedza dotyczaca topologii, analizy funkjonalnej, teorii miary i geometrii prze-



strzeni metrycznych. Rozwazania sa precyzyjne, czesto zamkniete w obrebie postawionego
pytania, oraz przydatne do zastosowan.

Efektem rozprawy jest spéjne przedstawienie wynikow dotyczacych istnienia zanurzen,
w tym zwartych zanurzen, dla przestrzeni Sobolewa typu ulamkowego.

Wyniki bazuja na serii czterach prac wspétautorskich uzyskanych wraz z promotorem,
oraz promotorem i R. Alvorado, cze$¢ z nich jeszcze sie nie ukazata w druku w chwili
pisania recenzji.

Rozprawe uwazam za wartos$ciowy i ciekawy wktad w rozwdj teorii przestrzeni Sobolewa
na przestrzeniach metrycznych.

2 Omowienie rozprawy doktorskiej

2.1 Organizacja pracy oraz zroédla

Rozprawa liczy 143 strony wraz z bibliografia liczaca 108 pozycji, w tym cztery pozycje
- [5],[6],[51],[52] - na ktérych bazuje rozprawa. Calo$¢ to konsekwentna i spéjna analiza.
Prezentacja wynikow dokonuje sie w kilku etapach, ktére z ogdlnym zarysie przebiegaja
nastepujaco:

(a) Wstepne informacje o rozprawie (Wstep);

(b) Oméwienie podstawowych obiektéow w pracy: (Rozdzial 1 - Preliminaria);

(c) Oméwienie wynikéw o cigglych zanurzeniach dla utamkowych przestrzeni typu Sobo-
lewa (Rozdziat 2 - Ciggle zanurzenia przestrzeni WP);

(d) Oméwienie wynikéw o zwartych h zanurzeniach (Rozdzial 3 - Zwarte zanurzenia);
(e) Bibliografia.
Wyniki wlaczone do dorobku rozprawy bazuja na:

e dwodch wynikach trojautorskich wspélnych z promotorem oraz R. Alvorado, nie opu-
blikowanych w momencie zlozenia rozprawy:

[5] “Borel reqularity is equivalent to Lusin’s Theorem” - praca w przygotowaniu;

[6] “Compact embeddings of Sobolev, Besov and Triebel-Lizorkin spaces”, 49 str. -
praca ztozona do druku;

e dwoéch pracach opublikowanych, wspolnych wraz z promotorem

[51] “Embedding of fractional Sobolev spaces is equivalent to regularity of the me-
asure”, Studia Mathematica 268(3) (2023), 10 str.;

[52] “Embeddings of the fractional Sobolev spaces on metric measurable spaces”, Non-
linear Analysis 221 (2022), 23 str.

Cho¢ brak jest prac samodzielnych, z dostarczonych deklaracji wynika, ze doktorant
wlozyl bardzo duzo wlasnej pracy w uzyskanie wynikéw.

Wyniki sa spéjne tematycznie, sa one przedstawione w sposéb ciekawy i przejrzysty.

Organizacje pracy uwazam za dobrze przemyslana, wybér zZrodet jest prawidlowy, a
sama rozprawa hapisana jest bardzo starannie.
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2.2 Glowne wyniki, narzedzia pracy

Rozprawa w sposob spéjny i konsekwentny odnosi sie do problemu ciagtych i zwartych
znurzen dla utamkowych przestrzeniach Sobolewa. Oba cele badawcze: badanie ciagltych
znurzen, oraz ich zwartos$é, sa bardzo dobrze umotywowane i sa obiektem badan w wielu
os$rodkach.

Wstep. Bardzo wazna role odgrywa rozdzial “Wistep”, ktory omawia wyniki roz-
prawy. Kluczowymi utamkowymi przestrzeniami Sobolewa sa: przestrzenie Stobodeckiego,
Hajtasza-Sobolewa, Hajlasza-Biesowa, oraz Hajtasza - Triebla Lizorkina. Interesujace jest
ich zanurzenie w przestrzenie LP. Wszystkie te przestrzenie sa definiowane na prze-
strzeniach metrycznych wyposazonych w miare borelowska, ktéra nie musi by¢ niezde-
generowana. Gléwnym celem pracy jest analiza ciaglych i zwartych zanurzen pomiedzy
ulamkowymi przestrzeniami Sobolewa, oraz tego typu zanurzen w przestrzenie Lebesgue’a.
Rzetelnie przedstawiona jest historia badan nad wlasnosciami tych przestrzeni, oraz doku-
mentujace ja pozycje w literaturze. Po wstepnym omoéwieniu przestrzeni nastepuje bardziej
szczegolowe omoOwnienie rozprawy, w tym narzedzi oraz zrddet inspiracji.

Rozdzial wstepny jest ciekawy i rzetelnie zredagowany.

Rozdzial 1-Preliminaria. Kolejnym rozdziatem jest rozdziat - Preliminaria. Czy-
telnik zamoznaje si¢ w nim z podstawami z teorii miary i topologii, oraz powiazaniami
pomiedzy nimi, ktére okaza si¢ kluczowe. Nie wszystkie zamieszczobne tu wyniki sa kla-
syczne. Rozdzial ten zawiera takze nowe wyniki:

e Twierdzenie 20 o tym, ze twierdzenie Luzina implikuje borelowska regularno$¢ miary
w niej wystepujacej;

e Stwierdzenie 36 o réwnowaznosci warunkéw: (i) catkowitej ograniczonosci przestrzeni
(X,d) (ii) dodatniosci funkcji h(r) := inf{u(B(z,r)) : * € X} (iii) warunku o0
- podwajania dla miary p (dopisalabym tutaj) “dla kazdego” & > 0. Stowo “dla
kazdego” jest pominiete w sformulowaniu, lecz moim zdaniem wynika z dowodu;

e Twierdzenie 38, ktére stanowi ogélna charakteryzacje zachodzenia Lematu Ascoli-
Arzela, w tym réwnowaznos¢ z calkowita ograniczonoscia przestrzeni. Laczy ono
kilka znanych wczesniej implikacji oraz metod, lecz takie ujecie jest nowe;

e Twierdzenie Hansona z pracy [6] o warunku na catkowita ograniczonosé¢ zbioru F w
przestrzeni funkcji mierzalnych. Tu mam zastrzezenie do wyrazenia “Ponadto jesli V'
jest borelowski to zachodzi implikacja w drugg strone” w sformutowaniu twierdzenia.
Nie jest jasne o ktéra implikacje chodzi. Otéz w sformulowaniu twierdzenia wystepuja
dwie implikacje:

Jesli (X, d) jest osrodkowa oraz V(...) = zachodzi nastepujgcy warunek na F :
Jesli zachodzq (i)-(i11) dla F = F jest calkowicie ograniczona.

Poradzitabym korekte sformutowania twierdzenia, oraz bardziej opisowe informacje
(strategie) w dowodzie.

Mam takze pewne inne drobne uwagi krytyczne:
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e W rozdziale 1.6, sformutowanie tezy (ii) Lematu 5.2 jest niepelne, gdyz nie jest jasne
co to jest W, . .. Definicj¢ t¢ odnalaztam w dalszej czgsci rozprawy, na stronie
77. Ponadto dowdd tej tezy jest pominiety a czytelnik jest przekierowany do pracy
[4]. Bardziej stosowne by bylo zastapienie wyrazen “powtarzajac rozumowanie z [[4],
konstrukcja 15]” zamieszczenie argumentacji, jej szkicu, lub choéby przekonujacego
kluczowego argumentu.

e W rozdziale 1.9 o przestrzeniach Hajlasza - Besowa i Hajtasza - Triebla - Lizorkina
nie widze zdan wprowadzajacych i chetnie dowiedzailabym sie tutaj o zZrédiach i
motywacjach.

Pomimo uwag takze krytycznych, opracowanie tego rozdzialu wymagato bardzo duzo
pracy. Przedstawione sa tu bardzo wnikliwe i glebokie rozwazania teoretyczne na pograni-
czu topologii i teorii miary. Wymagaja one bardzo precyzyjnych i zmudnych, technicznych
oszacowan, jak na przyklad Lemat 5.3 na temat iteracji oszacowan liczbowych. Wbrew
nazwie Prelminaria - jest to rozdzial badawczy.

Rozdzial 2. Rozdzial ten jest poSwiecony analizie ciaglych zanurzen dla utamkowych
przestrzeni Sobolewa. Punktem wyjscia niech bedzie praca Bartlomieja Dydy [35], gdzie
pokazano, ze w przypadku gdy zalozymy (al) oraz (bl), gdzie (al) ap < s, (bl) miara u
jest s- regularna z dotu, to zachodza zanurzenia:

W (X, dyr) — Y (1)

gdzie Y = LP+(X, u) dla p, = sp/(s — ap). Przedstawione zostalo rozszerzenie wyniku do
nastepujacych przypadkow

e gdy zalozenie (al) zastapimy przez (a2): ap > s. W tym wypadku z miejscu Y w
zanurzeniu (1) wystepuja funkcje Holderowsko ciaglte C%*~*/?(X, d) (Twierdzenia 76
177);

e gdy zalozenie (al) zastapimy przez (a3): ap = s. W miejscu Y w zanurzeniu (1)
wystepia wtedy przestrzenie Orlicza typu ekspotencjalnego (Twierdzenia 76 i 80);

e gdy zachowane jest (al) lecz w miejscu Y w zanurzeniu (1) wystepuja przestrzenie
typu Morrey’a Campanato (Twierdzenia 76, 80);

e gdy przestrzen Y w zanurzeniu (1) to przestrzeri Hajlasza-Sobolewa (Twierdzenie 88
z Rozdziahu 2.5). Cho¢ wyniki czasem mozna wydedukowaé z innych prac, przedsta-
wione sa bezposrednie metody dowoddéw, z potencjalna mozliwoscia zastosowan.

Ponadto w Rozdziale 2.4 przedstawina zostala analiza optymalnosci warunkéw dla zanu-
rzen (1) w przestrzenie Lebesgue’a oraz Holdera.

Drugim aspektem jest przedstawienie warunkéw dostatecznych na miary, aby zacho-
dzily zanurzenia (1). Kluczowy jest techniczny rozdziat 2.2, gdzie oszacowana jest norma
funkcji wycinajacej. Nastepnie w rozdziale 2.3 pokazane jest, ze istnienie odpowiedniego
zanurzenia dla miary s- regularnej z géry implikuje jej s- regularnosé z dotu (Twierdzenia
82-85).



Wyniki sa bogato zilustrowane przekladami i uwagami, w ktore wlozona jest syzy-
fowa praca. Cho¢ czasem nie jest to konieczne, ogromna starannosé¢ jest wlozona takze
w oszacowania stalych. Rachunki wymagaja ogromnej dokladnosci i cierpliwosci, sprytu
technicznego, oraz wiedzy na temat technik z innych prac. Analiza z tego rozdzialu jest
bardzo gleboka.

Rozdziat 3 dotyczy analizy zwartych zanurzen dla utamkowych przestrzeni Sobolewa w
przestrzenie Lebesgue’a, oraz w utamkowe przestrzenie Sobolewa. Pierwsze wyniki, w tym
twierdzenia 96, 98 i 101 dotycza zwartego zanurzenia z utamkowych przestrzeni Hajlasza-
Besowa oraz Hajtasza-Triebla-Lizorkina w przestrzenie Lebesgue’a. Nie jest jasne dla mnie
sformulowanie twierdzenia 98. Twierdzenie ma nastepujaca strukture. Wyrézniamy w nim
trzy zdania: (A),(B),(C), gdzie
(A): Niech (X, d, p) bedzie przestrzenia metryczng z miara, ktora spetania pu(X) < oo;
(B) Wéweczas (...) zanurzenia (3.15) sa zwarte;

(C) Ponadto jesli zalozymy (...), oraz ze przynajmniej jedno z zanurzen w (3.15) jest ciagte,
to p(X) < o0.

Zdanie (C) potwierdza zalozenie ze zdania (A), oraz zaklada fragment wniosku ze zdania
(B) (zanurzenia zwarte sa ciagle). Trzeba poprawi¢ sformutowanie twierdzenia.

Twierdzenie 101 z rozdzialu 3.2 to jeden z gtéwnych wynikéw rozprawy. Dotyczy ono
zanurzen utamkowych przestrzeni Hajtasza-Besowa oraz Hajtasza-Triebla-Lizorkina z miara
1 w przestrzenie Lebesgue’a wyposazone w ewentualnie inng miare. Jest to glebokie twier-
dzenie z solidnym, dtugim dowodem. Warto zauwazy¢, ze miary wystepujace w twierdzeniu
nie musza spetiaé¢ warunkéw typu podwajania, co wskazuje na nietrywialnosé rezultatéw.
Wynik zaopatrzony jest w wiele cennych uwag. Ciekawe sa takze rozwazania rozdziatu
3.3, ktore dotycza zanurzen z ulamkowych przestrzeni Hajlasza-Besowa oraz Hajtasza-
Triebla-Lizorkina w przestrzenie tego samego typu. Bardzo interesujace jest twierdze-
nie 111, w ktorym jest miedzy innymi pokazane, ze przy bardzo ogdlnych zalozeniach
zwarto$¢ zanurzen dla utamkowych przestrzeni typu Sobolewa w przestrzenie Lebesgue’a
jest réwnowazna ich zanurzeniom w przestrzenie utamkowe Sobolewa. Cho¢ tutaj te prze-
strzenie sa okreslone dla tej samej miary, we wniosku 114, 1151 116 znajdujemy wyniki o
zanurzeniu utamkowych przestrzeni z miara u w utamkowe przestrzenie z ewnetualnie inna
miara.

Rozdzial 3.4 analizuje zanurzenia dla przestrzeni typu Stobodeckiego. Twierdzenie 118
odnosi sie do zwartych zanurzen w przestrzenie Lebesgue’a, natomiast stwierdzenia 119 i
120 - do zwartosci zanurzen pomiedzy przestrzeniami Stobodeckiego.

Zmajdujemy tez ilustracje dotyczace optymalnosci zanurzen, w tym kilkustronicowy
przyklad 121, informacje o sytuacji gdy przestrzen Slobodeckiego to przestrzen LP (twier-
dzenie 122), oraz solidny lemat 124, charakteryzujacy niezwarte zanurzenia pomiedzy prze-
strzeniami Lebesgue’a.

W ostatnim rozdziale, 3.5, analizowany jest problem niezwartosci zanurzen pomiedzy
ulamkowymi przestrzeniami Sobolewa i przestrzeniami Lebesgue’a. Jak sie okazuje, ze
zwartosci zanurzeri mozna wywnioskowaé catkowita ograniczono$é przestrzeni (twierdzenie
125), lub skonczonosé zbiorow delta-rozdzielonych (lemat 126). Przyktady 128 oraz 129
ilustruja zwartosé i niezwartoé¢ zanurzeri dla miary typu exp(eb?)dz, gdzie € € {+1, -1},
zadanej na pélprostej. Bardzo ciekawy jest przyklad 130 z konstrukcja przestrzeni (skompli-
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kowany grzebien), dla ktérej zachodzi zwartosé odpowiedniego zanurzenia, lecz przestrzen
ta nie jest lokalnie calowicie ograniczona w otoczeniu zadnego punktu. Iustracja zajmuje
kilka stron solidnych rachunkéw i moglaby stanowié¢ oddzielna publikacje.

Podsumowujac analize tego rozdzialu zauwazam, ze w prace badawcza wlozony zostat
ogromny wysitek. Jest tu duzo nowych, glebokich i nietrywialnych, a takze nie spodzie-
wanych wynikéw, ktore sa zaopatrzone analiza optymalnosci zalozen, oraz spora liczba
pouczajacych ilustracji.

Stosowane narzedzia pracy wymagaly bardzo duzej sprawnosci rachunkowej i po-
mystowosci, oraz znajomosci literatury, ponadto cierpliwo$ci i ogromnej pracowitosci.
Przedstawiona analiza jest bardzo obszerna i gleboka, wigkszos¢ wynikow to dowody pelne,
zakonczone ilustracjami.

Ze wzgledu na ciekawe i glebokie wyniki otrzymane przy bogatej wspoipracy, oraz na
bogaty dorobek catosciowy, wnioskuje o wyrdznienie rozprawy.

3 Konkluzja

Biorac pod uwage dokonane osiagniecie, po przedstawieniu zaréwno pozytywnych jak i
negatywnych aspektéw oceny, z pelnym przekonaniem stwierdzam, ze przedstawiona roz-
prawa doktorska w pelni spelnia wymagania zwyczajowe i ustawowe stawiane rozprawom
doktorskim i wnosze o dopuszczenie pana mgr. Artura Stabuszewskiego do dalszych etapow
przewodu doktorskiego. Dodatkowo wnioskuje o wyrdznienie rozprawy.

Z wyrazami szacunku,

Agnieszka Kalamajska



